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1. INTRODUCCION

En & presente trabajo se incorpora el riesgo en € andlisis y evaluacion de los proyectos de
inversion. Se aplica el método de la‘Media Varianza’'. Parajustificar su utilizacion es estudiada
la funcién de utilidad del decisor suponiendo , como la Teoria de la Cartera, que tiene aversiéon
al riesgo.

Es una continuacién del trabajo presentado en las Vigésimas Cuartas Jornadas Nacionales de
Administracién Financiera (SADAF) del afio 2004 donde fue abordado € tema de la Programa-
cién de Inversiones en condiciones de certeza (Vicario, Grosso Grazioli, Orellana, 2004)

En primer término es analizado un Unico proyecto de inversion con flujos de fondos aleato-
rios mediante distintos métodos relacionando la obtencion de algunos pardmetros con la recta de
mercado de valores (SML Security Market Line). Adicionalmente se complementa esta seccién
con un gemplo de aplicacion mediante el uso del software Excel ® (Microsoft).

Luego, se aborda el estudio de varios proyectos con valores actual es netos (VAN) probabilis-
ticos mediante la programacion matemética con variables binarias con € uso del software Solver
® (Microsoft).

Se incluyen seis (6) anexos, cuatro de ellos analiticos y dos con la resolucion de los gjerci-
cios. Los anexos analiticos son: Andlisis de concavidad y convexidad de las funciones de utili-
dad; propiedades estadisticas de los operadores esperanza, varianza 'y covarianza; dependencia
lineal de flujos de fondos entre proyectos y; recta del mercado de valores en relacién con los
métodos de equivalente a certeza 'y prima de riesgo.
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2. LA FUNCION DE UTILIDAD

2.1 Revision del Marco Teobrico:

Para resolver problemas de eleccion bajo incertidumbre un individuo debe evaluar qué satis-
faccidn obtiene de un conjunto disponible de alternativas antes de que se resuelva la incertidunm:
bre, y deberia disponer también de algun criterio para ordenar las alternativas y poder tomar una
decision.

En un primer enfoque e individuo tratara de maximizar el valor esperado de los diferentes
aternativas que pueda elegir. Este criterio es insuficiente porque no tiene en cuenta ninguna
caracteristica personal del individuo, sdlo considera la magnitud de las posibles consecuencias.
Desde una perspectiva histérica, € gemplo que puso de manifiesto los defectos del principio del
valor esperado fue lo que se denomina la ‘paradoja de San Peterburgo’ L. Daniel Bernoulli y Ga-
briel Cramer en e siglo XVIII se dieron cuenta de que la magnitud de las consecuencias no es lo
anico que importa, que a ordenar las aternativas también influye la utilidad que proporcionan
esas consecuencias y, que la utilidad que se puede obtener de una cantidad de riqueza varia mu-
cho con la actitud de cada sujeto ante € riesgo.

El concepto de utilidad en e sentido de von Neumann y Morgenstern tiene por finalidad re-
solver problemas de eleccidon bajo incertidumbre superando las limitaciones del enfoque del
valor esperado. En su libro -en la segunda edicién de 1947- The Theory of Games and Economic
Behavior, John von Neumann y Oscar Morgenstern desarrollaron modelos mateméticos para
examinar la conducta econdémica de los individuos en condiciones de incertidumbre. La novedad
no consiste en el propio principio de la utilidad esperada sino en su fundamentacion axiomatica.
Para comprender estas interacciones, fue necesario investigar primero los motivos de los que
participan en esos ‘juegos . Dado que la hipotesis podia derivarse de axiomas mas bésicos de la
conducta ‘ racional’. Los axiomas representan un intento de los autores de generalizar algunos de
los fundamentos de la teoria de la eleccion individual paraincluir las situaciones inciertas.

Se define comportamiento racional como aquella conducta que se gjusta a los siguientes tres
axiomas:

Axioma de Ordenacion: las preferencias del individuo deben ser reflexivas, completas
y transitivas sobre el universo de todas las mezclas probabilisticas posibles.

Axioma de Continuidad de la funcion de utilidad.

Axioma de Independencia: asume la ausencia de cualquier tipo de complementariedad
(o sustituibilidad) entre los objetos cuyas utilidades se estan combinando.

La aportacion de von Neumann y Morgenstern consistio en demostrar que existe una funcién
de utilidad tal que s € individuo se comporta de acuerdo con los axiomas mencionados, a ele-
gir en contextos estocasticos, lo hard como s maximizara € valor esperado de esa funcion de
utilidad. Esta funcion es ‘cardinal’ en el sentido de que preserva la orderecion de preferencias
hasta una transformacion lineal, es decir, que s U (xi) es funcion de utilidad cardinal entonces
W (xi) =a+ b U (xi) representa las mismas preferencias (ay b son nUmerosreales, y b > 0).

Aungue la mayoria parecen eminentemente razonables a primera vista, han surgido muchas e
importantes cuestiones sobre su validez. En especia € axioma de la independencia tiende a ser
violado de manera sistemético (ver trabajo de Daniel Kahneman y Amos Tversky de 1979 que
relata la ‘paradoja de Allais’). No obstante para el presente trabajo seguiremos los aportes de
Von Neumann y Morgenstern que llegaron a la conclusién de que la maximizacién de la utilidad
esperada parecia un objetivo razonable en las situaciones inciertas.

! Ver Snchez Molinero; Hernando, 1998. Utilidad y Bienestar: una historia de |as ideas sobre utilidad y bienestar
social, cap. 8, pag. 122 y siguientes
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Al respecto Tobin, J. (1958: 190-191) afirma que “una justificacion del empleo de curvas de

indiferencia referidas a la esperanzay € desvio estdndar M y SR podria ser la consideracion
de que el inversor valora e futuro de los consolidados sélo en términos de una familia de dos
parametros de distribuciones de probabilidad de g”. Siendo g la ganancia o pérdida de capital, g
=(r/re) - 1, retasa esperada de los consolidados al final del periodo, cierta e independiente; r
tipo actual de interés.

“Puede pensar, por gjemplo, en términos de un rango de pérdidas 0 ganancias semejante ay
centrado en cero, 0 en términos de valores a los que se puede aproximar una distribucion nor-
mal. Cualquiera que sea la familia de dos parametros que se suponga —uniforme, normal o algun
otro tipo- toda la distribucién de probabilidad queda determinada una vez se especifican la me-
diay el desviacion estandar. De este modo puede analizarse mediante curvas de indiferencia

M:_Sr |aeleccion del inversor entre distribuciones de probabilidad; cualquier otro par de pa
rametros independientes podria cumplir el mismo papel.”

Si se supone que las distribuciones de probabilidad del inversor pertenecen a una familia de
dos parametros, podemos inferir la forma de sus curvas de indiferencia a partir de su funcion de
utilidad del rendimiento. Podemos suponer gque esta funcién relaciona la utilidad con R, incre-
mento porcentual del saldo parainversion al final del periodo. Esa formulacion de la funcién de
utilidad hace que el mapa de indiferencia del inversor, y por lo tanto su eleccion de proporciones
de cgjay consolidados, sea independiente de la cuantia absoluta de su saldo inicial.

Bajo ciertos postulados, puede demostrarse que la eleccion de un individuo ertre distribu-
ciones de probabilidad puede describirse como maximizacion del valor esperado de la funcion
de utilidad J. Tobin (1958: pag. 190).2

De acuerdo con Mariny Rubio (2001: pég. 774 y siguientes) se supone que el agente decisor
tiene una determinada funcién de utilidad sobre su consumo U( C ). Se supone asimismo que €
individuo conoce la probabilidad de conseguir determinados niveles de consumo y que elegira
entre distintas alternativas maximizando la utilidad esperada de su consumo.

Si denotamos con p; la probabilidad que el agente asigna a un determinado nivel de consumo
Ci lautilidad esperada seria

Elu(c]=a p.ulc)
i=1

La incertidumbre asociada a consumo es una variable distinta a la utilidad del consumo. Por
giemplo para, en e caso de 2 posibles nveles de consumo C1 con probabilidad ‘p’ y C2 con
probabilidad *1-p’, el consumo esperado E(C), la varianza del consumo V(C) v la utilidad es-
perada del consumo E[U(C)] vienen dados por:

E(C)= pC, +(L- p)C, Consumo esperado
v(c)=[c,- E(C)P.p+][C, - E(C)]*.t- p) Varianza del consumo
E[U (€)]=u(c,)p+u(C,)(1- p) veor esperado dela uilided

El riesgo o variabilidad del consumo se puede medir a través de lavarianza del consumo y la
actitud del agente frente a riesgo viene exclusivamente definido por su funcién de utilidad. Es
decir es menester separar e riesgo de la actitud frente al riesgo. Mientras €l riesgo depende es-

2 J. TOBIN, 1958 en la pag. 190 incluye la siguiente nota bibliografica “\Véase Von Neumann, J. y Morgenstern, O.,
Theory of Games and Economic Behavior, tercera edicion (Princeton: Princeton University Press, 1953), pp. 15-30,
pp. 617-632; Herstein, I. N. y Milnor, J., An Axiomatic Approach to Measurable Utility, Econometrica, vol. 23
(abril 1953), pp. 291-297; Marschack, J., Rational Behavior, Uncertain Prospects, and Measurable Utility, Econo-
metrica, vol. 18 (abril 1950), pp. 111-141; Friedman, M. y Savage, L. J., The Utility Analysis of Choices Involving
Risk, Journal of Political Economy, vol. 56 (agosto 1948), pp. 279-304, y The Expected Utility Hypothesis and the
Measurability of Utility, Journal of Political Economy, vol. 60 (diciembre 1952), pp. 463-474. En €l libro de Sava-
ge, L., The Foundations of Statistics (New York: Wiley, 1954) se encuentra un tratamiento que propo9rcionauna
base axiomatica para las estimaciones de probabilidad subjetivas que aqui hemos supuesto”.
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pecificamente del activo financiero que se considera, la actitud frente al riesgo va a depender del
individuo en si, y por lo tanto va a ser distinta para los distintos agentes.

De hecho dependiendo de la forma de la funcién de utilidad, se puede distinguir tres tipos de
actitudes frente al riesgo: aversion al riesgo, neutralidad y propension al riesgo.

Se supone que la actitud mas frecuente ante el riesgo es la de aversion. Los autores von New
mann y Morgenstern han demostrado que aversién a riesgo implica una funcién de utilidad
concava: cuanto mas concava es dicha funcién, mayor es el grado de aversion. A partir de esta
idea, J. W. Pratt y Kenneth J. Arow independientemente en 1964 propusieron un ‘indice de
aversion a riesgo’. No se trata de un indice general a riesgo sino que depende del nivel inicia
de lariqueza del sujeto, en este sentido este indice de aversion es puramente ‘ local’.

M edidas de aversion al riesgo de U(W)

Cosficiente de Aversion Absoluta al Riesgo de Arrow-Pratt. Es una medida absoluta que indica
el porcentgje de variacion en la utilidad margina frente a un cambio unitario en W.

)= 1)
u'(w)
donde:
W: riqueza inicid.
U (W) Funcion de Utilidad de lariqueza
U" (W) y U (W) son las derivadas primeray segunda de la funcion de Utilidad

Averso al riesgo A(\N) no
Neutral a riego AW)=0
Propenso d riego A(W) &0

Cosficiente de Aversion Relativa al Riesgo de Arrow-Pratt. Es una medida relativa ya que es €
opuesto de la elasticidad de la utilidad marginal con respecto alariqueza

R(W) = - wY (w) =W.AW)

U (w)

aversion creciente a riesgo, cuanto mayor riqueza tanto mayor es su aversion al riesgo:

d(Aw) a0
dw

aversion decreciente a riesgo, laaversion al riesgo disminuye conforme aumenta su ri-
Cd(Aaw) |
queza: ———= N0
dw

aversion creciente a riesgo (invierte una proporcion menor de rigueza en riesgo cuando

dichariqueza aumenta): dR—(W) Ao
aversion decreciente al riesgo (invierte una proporcién mayor de riqueza en riesgo
cuando dicha rigueza aumenta): ddR—\E\\;V) ao

Las ultimas dos medidas son en términos relativos.

Un andlisis grafico mas sencillo esta basado en la convexidad (o concavidad) de las funcio-

nes que representan la Utilidad en relacion con la Riqueza ( FerndndezPol, Jorge E. 1984 y
Bernesony Levine 1979).
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Una funcion estrictamente concava de Utilidad muestra un aumento rapido en la utilidad
para las cantidades crecientes de dinero. Es el evitador de riesgos.

Una funcion estrictamente convexa de Utilidad representa al buscador de riesgos. La
utilidad se vuelve mayor para crecientes sumas de dinero.

Unafuncion lineal de Utilidad representa el enfoque del valor esperado del neutro a

riesgo. Para esta curva, cada peso adicional de gananciatiene el mismo valor que € pe-
SO previo.

Se observa que la concavidad y convexidad estén relacionadas inmediatamente con las deri-
vadas segundas (Ver Anexo 0)

2.2 Funcion de Utilidad Cuadrética aplicada al Valor Actual Neto (VAN)

Un caso particular de funcién de utilidad que satisface los axiomas de von Neumann 'y Mor-
genstern es la funcién de Utilidad Cuadrética.
Sea la funcién de Utilidad Cuadrética,
UMW)=aW-bW? b>0
UW=a-2bW=0 => W=al2b
U ”ge%g: -2b4a0 b % valor de riqueza cuando la funcién de utilidad toma el méximo.
el2bDg .

Esdecir que hasta W éz—ab la utilidad es creciente con lariqueza y la utilidad es decreciente

: . a
con lariqueza con Wn—b

Con las siguientes prdpi edades:
uU'Ww)=a- 20w

U'(W)=-2b4a0 para OéWé%

2
d(AW) = 4b > N0 creciente
dw  (a- 2bw)

o Ui(w) 2b
R(w)=-w. U (w) BRPRETEYY

drRW) _ 2ab
W  (a- 2bW)

> fi0 creciente

Entonces, la funcién de utilidad cuadrética presenta aversion absoluta a riesgo creciente, que
en general no parece reflgiar e comportamiento natural de los inversores, que cuando més ri-
gueza se tiene se invierte mas cantidad de dinero en activos riesgosos aungue en términos rel ati-
vos el aumento de riqueza invertida en activos riesgosos sea menor gque e aumento de riqueza.

Sin embargo, bajo esta funcién de utilidad € andlisis de la media-varianza es consistente con
el criterio de maximizaciéon de la utilidad esperada, resultado imprescindible para obtener €
Modelo de Valuacion de Activos de Capital (CAPM) sin necesidad de suponer la normalidad de
los rendimientos de los activos, como se presentara para € caso de una funcion de utilidad no
cuadratica aproximandola por el desarrollo de Taylor (ver infra)

En el caso del Valor Actual Neto (VAN) que es € objeto del presente trabgjo, la funcion de
utilidad es:

U(VAN) = a VAN —b. VAN?
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E[U(VAN)] = a E(VAN) —b. E(VAN?) 0]

Es decir que la esperanza matemética de la utilidad depende de los dos primeros momentos
de lavariable aleatoria VAN y teniendo en cuentaque
V(VAN) = E(VAN?) —[E(VAN )]?
E(VAN2) = V(VAN)+ [E(VAN )]? ({0
reemplazando (I1) en (1)
E[U(VAN)] = a. E(VAN) —b{ V(VAN) + [E(VAN)]?}

La utilidad esperada del VAN depende Unicamente de la mediay la varianza. El pardmetro b
esta relacionado con la aversion al riesgo del que tiene que tomar la decision y el parametro a
con la satisfaccion gue le produce obtener el VAN.

No obstante, las limitaciones que puede tener la funcién de utilidad cuadrética, puede ser uti-
lizada como aproximacion a otras funciones de utilidad mas complejas.

Sea por gemplo la funcién de utilidad no cuadratica U(VAN) y efectuando una aproxima-

cién de la funcién a través de un desarrollo de Taylor en torno de E(VAN) con
VAN = E(VAN)+ VAN

dU(VAN)
)]+dv—[

U(VAN )= U[E(VAN (v JVAN - EVANY +

1 d’U(VAN) I B
+5w[E(VAN)]§\/AN - E?/AN% + ...
_ & 1dU(VAN) - |
U(m)— j@o FW[E( VAN)].[VAN - E(VAN)]

Hallando la E[U(VAN)]
E[U(VAN)| = E{U[E(VAN]]} +%[E( van) [$E(VAN)- EBVANS: +
1 d?U(VAN , 2

+ .W[E( van) [EQVAN - ERVANY + ..

2
E(VAN)].O"'E M[E(VAN)].S Zg\/ANg'i'...

dU(VAN)[
2" dVAN?

E|U(VAN)| = U|E(VAN )| +
[U(vAN)] = UlE(vaN]]+ S2AT

S la serie es convergente y los valores VAN se distribuyen siguiendo una normal, de modo
que paraj> 2 los términos son infinitesimal es.

E[u (vAN)] @U[E(VAN)] +id2U—(VAN)

> dVAN® [E(VAN)]S 2(\/AN)

2.3 Conclusion Parcial

Por lo tanto, € valor esperado de utilidad viene exclusivamente determinado por dos no-
mentos poblacionales de la variable aeatoria VAN, a saber: media E(VAN) y varianza

s *(VAN)

Para €l caso de una funcion de utilidad concava (supuesto de aversion a riesgo) y creciente,
entonces se verifica que:
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dU[E(VAN)]
dVAN

d?U[E(VAN)] 40
dVAN?

Ao

Siendo édta la situacion sobre la que se desarrolla € este trabagjo.

3. EVALUACION DE PROYECTOS EN CONDICIONES DE RIESGO

3.1 MéododelaMediaVarianza;

Analizando un proyecto de inversién simple e independiente en e marco de andlisis media-
varianza considerando el supuesto que la tasa de costo de capital (kO) se conoce con certeza 'y
gue € valor que toman los flujos netos del proyecto (Fj) es una variable aeatoria el Valor Ac-
tual Neto (VAN) se puede plantear de la siguiente manera siendo €l horizonte de duracion ‘n’.

n F

VAN =-F, + & -
1S

donde Fo eslainversion inicial.

Valor Esperado del Valor Actual Neto:

E(VAN):Eg F+a i 3
6 al+k)g

¢ E(F)

E(VAN)=-E(F, )+ '
(vAN)=-E(R)+ &

Varianza del Valor Actual Neto:

) . E g
v(VAN):vg. F+a Ty
i

e i1 (1+ ko)] ‘
¢¢ E(F) 0
V(VAN)=V(- B)+vad L
éi=l (1+k0) Q

1 1

()
V(e
Donde: |

Se pueden presentar |0s siguientes casos.
Que los flujos de fondos sean intertempora mente independientes, en cuyo caso:
Cov(FF)=0
con lo cual (I11') se convierte en:
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V(VAN):iai%

Que los flujos estén perfecta y linealmente correlacionados en forma directa o inversa
(ver Anexo II).
En cuyo caso
L= S (FF)
s (F)s(F)

siendo:

ly el Coeficiente de Correlacion Lineal del flujo ‘i’ con e flujo ‘j’.

s (R)=VV{R) gesvio esténdar deF

il =-1 P correlacionlineal perfectainversa
Donde: | L ,

t1; =1P correlacionlineal perfectadirecta
Entonces:

FJ) para el caso de una correlacion lineal perfectainversa

) para e caso de una correlacion lineal perfecta directa

jCov(FF)=-s (F)s

(
%Cov( ) s (F)s (F

J

Conlocua (I11') seconvierteen el caso |;; =1

d 9 1 1
V (VAN) = —, s(F)s \F
baN)=8 & T Ty = e B
2
v (VAN) =&3 S(Fi)iﬁ
60 (1+ko) g

3.2 Otros M étodos de Evaluacion:

a) Método de Equivalente a Certeza
Consiste en determinar qué flujos de cagja ciertos equivaldran a la corriente de flujos de cagja
arriesgados generados por el proyecto.

El valor incierto del flujo de cajadel periodo ‘j" se multiplicapor a; €%0; 1)
donde

siendo:
F el flujo de cajacierto en el periodo ‘j’.
F, e flujo de cajaincierto en el periodo ‘j'.

a; se determina considerando &l grado de riesgo inherente a flujo de caja de ese periodo, y
se calculara de tal forma que a quien toma la decision le sea indiferente percibir a ;.F en condi-
ciones de certeza que recibir F; en condiciones de riesgo (ver ANEXO I11).

En consecuencia,
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VAN=-F,+5a il
° = J(1+k0)J

b) Método de Ajuste de |a tasa de costo de capital
Latasa de descuento se gjusta segun € nivel de riesgo y de ahi que cuanto mayor sea €l ries-
go a soportar por la empresa, mayor sera latasa de descuento.
Si se denomina:
K, : costo de capital libre de riesgo.
p: prima de riesgo.
ko : tasa de descuento ajustada por el riesgo.

Setendr&
Ko =Ko *+P
En consecuencia:

iy F
VAN =-F, +ga

1:1( +k )

¢) Comparacion entre los Métodos de Evaluacion ay b
En & periodo ‘J’ para que los flujos gustados por ambos procedimientos sean iguales se de-
be satisfacer:

a; F | (1+k0)j
1+k (1+k) ) (1+E0)j

Como ko > ko>0Oseraa; <1" tconloquead aumentar ‘j’ S permanecen constantes ko

y k, €l vaor de a; disminuye, esdecir a,, £a; "] con ello se esta asumiendo de forma im-
plicita que los flujos de cga més aejados en e tiempo son mas arriesgados. ES decir que si se
pretendiese lograr que a ; = a seaconstante se debera considerar una prima de riesgo distinta en
cada periodo.

_1+ ko B j‘/a:-(l"' ko)

i ja—

3.3 Métodosde Valor Actual Neto Equivalente Cierto (VANEC)

Este método combina e método de la media varianza y € equivalente cierto. (ver Messuti,
Alvarez y Graffi, 1992).

Considerando que la funcién de utilidad del individuo esta en funcion de la media-varianzay
asumiendo el supuesto que a; y k, se conocen con certeza se puede calcular la esperanzay la
varianza del Valor Actua Neto Equivalente Cierto (VANEC).

E(VANEC) = Ee |:0+an 2, u
2 (1+ ko)

E(VANEC)=-E(F,)+ él ?11+Ek(F)i)
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aj.FJ.
Jl(l+ ko)j )

Qo

V(VANEC)=VEé& F, +

@)Q) [N
(o N ey ed

adoa ai aJ
V(VANEC)= ae} L+ko) (1+k,) 'V(EFj)(III')

Si los flujos de fondos son independientes intertempora mente

v(VANE(:):én1a2 V()

- [ -(1+ K, )2.i
Si los flujos de fondos tienen correlacién intertemporal positiva perfecta:

. j j's(Fi)'s(Fi)

V (VANEC) = é énl

ég s(F) u
V(VANEC)= g a; — 4]
-0 (1+ ko) g

3.4 AnalisisInferencial delavariable aleatoria VAN

Si los flujos de fondos son independientes y teniendo en cuenta €l Teorema del Limite Cen+
tral en la version de Liapunoff: ‘Sean X1, X2, ..., Xn variables aeatorias independientes entre
si, cada una con su propia funcién de distribucién, y tal que ninguna de €ellas sea preponderante,

es decir, que ninguna condiciona a resultado del experimento entonces si se define la variable
deatoria

& J
dx-4u
x=2__ = 4y lameda dela vaidle X,

P j
2 .2

as;

j=1

tiene una funcion de distribucion H(X)
Entonces,
limH(X o
'm ( ) = Distribucion Normal (0, 1)
n® ¥
En e caso que nos ocupa los flujos de fondos serian las variables aleatorias y la suma de va

riables aleatorias es el VAN, la suma de los valores medios, la E(VAN), y lasuma de las varian
zas, laV(VAN) por lo que

VAN P Variable aleatoria normal lE (VAN) \/V(VAN)J

dependiendo la convergencia del nimero de flujos de fondos (ver Suarez Suérez, cap. 12, que
consideraque N * 10),

A su vez se puede obtener |a distribucion de probabilidad del tanto interno de un proyecto
simple. El procedimiento para obtener la funcién de distribucion de la Tasa Interna de Retorno
(TIR -i-) se apoya en € conocimiento de la funcion de distribucion del VAN. En efecto s

PIVAN(Ko) £ To] = Pli, ® o) ooy T3 0
Esdecir quelaTIR se dlstnbuye de maneraidénticaal VAN, aungue sea distinta el valor de

lamediay de lavarianza. Por |o tanto se puede repetir el calculo para deducir la distribucién de
la TIR: se cacula € VAN para distintos valores de k; (j = 0, 1, ..., n) y se obtiene
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PlVAN(kJ)ETJJ h P('i ’ ki) con lo que se obtiene la funcion de distribucion de la TIR pudien-
do calcularse su mediay su varianza.

Si surgen dificultades para especificar las probabilidades de los posibles flujos de caja, asi
como la cuantia de estos en cada uno de |os sucesivos periodos de tiempo, pueden utilizarse dis-
tribuciones de probabilidades como la distribucion beta, triangular o la uniforme, que si se gjus-
tan a la situacion que se esta analizando, l0s pardmetros pueden ser obtenidos con mayor facili-
dad segun las circunstancias (ver Suarez Suarez, 1991).

Si se desconoce la distribucion de probabilidades se puede utilizar el Teorema de Tchevi-
cheff, que da acotaciones que facilitan ciertainformacion sobre la dispersion de los valores de la
variable aleatoria (en nuestro caso el VAN).

S lavarianza existe y esfinita, se verificaparak >0

PX - m2 ks]=P{Xi Jm- ks;m+ks | }£k—12
gue puede escribirse del siguiente modo equivalente:
P[X - naks |3 1- k—12

En nuestro caso

P[VAN - E(VAN) ks (VAN)]® 1- k—12
P[E(VAN)- ks (VAN)&VAN 4E(VAN) +K s (VAN)]3 1- kiz (IV)

Para que:
E(VAN)- Ks (VAN)=0

k :% sujetoa E(VAN) fs (VAN)

reemplazando en (1V ), sujeto alacondicion quek > 1 para que la probabilidad no sea negati-
va

PgE(VAN)- Ms (VAN)&avAN éE(VAN)+Ms (VAN)83 1- ;2
& s (VAN) s (VAN) 0 E(VAN)
V(VAN)
P[0 4&VAN & 2.E(VAN)] 3 1- V(V—AN)Z
E(VAN)
3.5 Ejercicio de Aplicacion
Una empresa pretende evaluar una futura inversion seguin los siguientes datos:
Inversion FFL | Probabilidad| FF2 | Probabilidad| FF3_ | Probabilidad
100 05 150 05 250 05
400 120 02 180 02 290 02
130 03 195 03 270 03

FFj: Flujos Netos de Fondos después de impuestos del periodo j.

Costo de capita k,= 0,104 (tasa efectiva periddica)
ESPERANZAS de los Flujos Netos de Fondos
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3
E(FF)=a FR.p. paai=1,2y3

t=1
E(FF,) = 100x0,50 +120x0,20 +130x0,30 = 113
E(FF, ) = 150x0,50 +180x0,20 +195x0,30 = 169,5
E(FF,) = 250x0,50 +290x0,20 +270x0,30 = 264

MATRIZ DE VARIANZAS Y COVARIANZAS
(Anexo IV: Resolucion por Excel®)

FF1 FF2 FF3
FF1 181
FF2 2715 407.25
FF3 158 237 244

E(VAN)=- FF,+ E(FR) |, E(FR) | E(FF3)3
Trk,) M+k, ) (+k,)

E(VAN)=-400+ 12 4 109>~ 204 57653
1104 (1104) (1104)

V(FF) V(FFZ) .\ V(FF,) o Cov(FFFF,) o Cov(FFFF,) o Cov(FF,FF,)
(T R TR S CT R CFS) L (P A RN
181 407 244 2715 158 237
VIVAN )= + + +2. +2. +2.
(VAN) (11047 (1104)* (1204)° (204 (1204) (1,104

V(VAN)=

V(VAN)=146254 s (VAN)=4[146254 = 38,2431

Aplicando & Teorema de Tchevicheff :

P{O£ VAN £2.E(VAN)}3 1- V(VAN)2
E(VAN)*  Plo£ VAN £25249 3 1-

146254
(37,62)°

146254
141552

P{O£ VAN £104,97}3 1- P{O£ VAN £104,97}3 No Existe%

Sk=2k =4
P{- 38,8628 £ VAN £ 114,1096} 3 1- %= 0,75

4. RACIONAMIENTO DE CAPITAL EN UN AMBIENTE DE RIESGO

4.1 Modelo de Weingartner de Programacion de | nver siones:

El problema que se planteard es el de elegir las inversiones que maximizan e Vaor Actual
Neto en un ambiente de riesgo y recursos financieros ilimitados (en un trabgjo de los autores
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anterior e tema fue abordado en condiciones de certidumbre), siguiendo € modelo Weingart-
ner>. Se utilizar4 el método de equivalente cierto.
El equivalente a cierto para el inversor del proyecto Pj viene dado por
E(VANj) - ? V(VAN))

siendo ? la medida de aversion a riesgo -(relacién de sustitucion entre una reduccién en la
E(VAN) y una reduccién en la \erianza)- (para una medida de ? proporcionada por ef CAPM
ver Anexo lIl). St ?=0 €l inversor esindiferente al riesgo por lo cual € resultado esidéntico al
gue se obtendria en condiciones de certidumbre.

Se supone que existen n proyectos [P j=1,2,...,n] de los cuales se conocen su E(VAN;j) y su
matriz de correlacion. Se supone que son proyectos independientes limitados solo por cuestiones
financieras, o de otra indole, simples y no fraccionables.

El objetivo es maximizar el equivalente cierto de lasumade los VAN de los proyectos a dis-
posicion del inversor para |o cua es necesario elegir de entre los n, la combinacion de proyec-
tos que maximicen la funcion objetivo y respeten las restricciones. Se trata en consecuencia de
un problema de optimizacion no linea (funcién objetivo, suma de una funcién lineal con una
funcion cuadrética) donde las variables de decision son binarias.

En consecuencia se debe resolver e siguiente modelo:

Max.z= 4 EVAN,)Y,- 1.4 & V.Y, Cov{vAN,; VAN, )
=1 i=1 j=1

Yi,Yj(i,j=1, ..., n) variable binarias

Sujeto a Restricciones para considerar las limitaciones de recursos:

aC.Y £C, t=12..k
=1
donde:
Cjt: Erogaciones esperadas exigidas por € proyecto Pj en € periodo t.
Ct: Latotalidad de recursos financieros disponibles en € periodo t-ésmo.
k: Periodo hasta dl cua existen restricciones.

Pudiendo agregarse mas restricciones paralo cual se remite a trabajo presentado por los au-
tores en las Jornadas Nacionales de Tecnologia Aplicada a la Educacion Matematica Universita-
ria del afo anterior (2004).

4.2 Ejercicio de Aplicacion

Una empresa esta encarando la realizacion de 5 proyectos ssmples no fraccionables e inde-
pendientes que no guardan ninguna relacion con la actividad actual de la empresay gue tienen
por objeto la produccién de los productos A y B. Y cuyos VAN estan reflgjados en la tabla si-
guiente, en funcion de cud sea la situacion econdmica que se presente, entre las 3 posibles, cu-
yas probabilidades también se detallan:

VALOR ACTUAL NETO
Estado de la Naturaleza (ENi) | P(ENi) Proyiecto Proyéecto Pro;:/gecto Pro;é/lecto Pro;gecto
Prospera 0,2 10 12 8 6 14
Egtable 05 15 10 12 8 13
Recesva 0,3 17 10 13 7 8

3 Citado por Mao James C.T. 1969 en su Andlisis Financiero. Weingartner Martin H, Capital Budgeting of Interre-
lated Proyects. Survey and Synthesis, Management Science 12 (marzo 1966) pag. 500
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Laempresa esta limitada en sus erogaciones del primer afio a 25 um (unidades monetarias) y
del segundo a 18 um. En € siguiente cuadro se sefialan los desembol sos esperados exigidos para
el primer y segundo afio:

EROGACIONES
Afo Proyecto | Proyecto| Proyecto| Proyecto | Proyecto
1 2 3 4 5
1 5 10 8 3 2
2 4 7 3 2 4

Los proyectos 1, 2, y 3 producen € producto A, y los proyectos 4 y 5 producen € producto
B seglin el siguiente detalle:

Produccion articulo A

Proyecto 1 200 unidades
Proyecto 2 500 unidades
Proyecto 3 650 unidades
Produccion articulo B

Proyecto 4 250 unidades
Proyecto 5 350 unidades

Por politica de mercado de la empresa se deben producir no menos de 700 unidades del pro-
ducto A 0 no menos de 250 unidades del producto B. Ni més de 850 unidades del producto A o
no més de 400 unidades del producto B. Se considera ?= 0,30.

Planteo:
Matriz de Varianza - Covarianza
. N RPN VRN | Y 0§
€460 Y, 0 éY, U €Y, U
SI-OAI:I ?Y u ?Y u @588511376 -1,78349148 4,28017549 107029895 44577084uey u
e 'u e zu € 2U a178340148 062034486 -135700439 -05040302 0.80174574,€ U
MAX .Z =€l15u €Y Uu- OSO.QV 3U 3428017549 -135700439 315784104 091317213 -28976635,E eY u
é ua eY u U 4107029895 -0,5040302 091317213 0,59891848 022242628'9Y U
é7’3 u éraq @40 6 44577084 089174574 - 2,8976635 022242628 6,01673299(] @
8174 &YsH &vsH 8Y5H
Sujeto a
Limitaciones de recursos
NN RPN sl s
ésSu éy,u éu éY,u
ue, u u u
8% &4 &g e
€80 &Y,U£25 &0 8Y,Ue18
e, u u e.u u
g ean e Ve
824 &YsH &H &YsH
Exigencias de produccion:
. N PN
gZOOl'J eY, u
007 S, s 700.Y, e250e" v,
e ue a & 'ud 250.(1- Y,)
@504 6,6 501 &Y, !
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Q000" €Y,

So0d &y Ug 50y, +1350.(1- Y,) &s00t év,u

e_ure-zu ! L-v:) ¢ a .éY4L]£4OO.Y8+600.(1- Y,)
86508 &Y. f 8500 &5

Y, +Y, =1

Yi: Variables binarias (i =1,...,8)

Nota Técnica:
Si es necesario satisfacer k de las m restricciones: gi(X1,...,.Xn) £ bi i=1,...,m.
Se plantean las siguientes inecuaciones: gi(X1,...,Xn) £ bi +U(1-Yi) i =1,...m.
Con:
Yi : Variable binaria.
U: Un nimero suficientemente grande de manera que gi(X1,...,Xn) £ U sesatisfaga "
Xi para cualquier subconjunto de las (mk) desigualdades tomadas de entre las m mencio-
nadas.

k

é Y=k

i=1 Entonces habra gi(X1,....Xn) £ bi i=1,...k
gi(X1,....Xn) £ U j=k+1,...,m (restricciones relgjadas)

Resolucion utilizando la herramienta Solver de Excel ® (Anexo V ). La solucion es elegir
los proyectos. 1, 2, 3y 5. Sierdo € valor de la funcion objetivo 46,69035

5. CONCLUSIONES

En 2004 en estas mismas Jornadas Nacionales de Administracion Financiera habiamos pre-
sentado un trabajo sobre el racionamiento de capital en condiciones de certeza quedando en €l
compromiso de completar ese estudio con € andlisis en situacion de riesgo.

En este trabajo hemos incorporado el riesgo en los modelos de evaluacion de proyectos de
inversiones superando & enfoque tradicional de considerar la esperanzay la varianza de los flu-
jos de fondos por considerarlos insuficientes desde € punto de vista tedrico. Por e contrario,
siguiendo al enfoque de J. von Neumann y O. Morgenstern (1947) utilizamos e concepto de la
esperanza y la varianza de la utilidad tal como lo hiciera J. Tobin (1958). Como medida absoluta
y relativa del riesgo fueron introducidas los indices de aversion al riesgo de J. Pratt y de K.
Arrow (1964) gue no son generales sino que dependen de la riqueza inicial del sujeto. La fun
cion de Utilidad Cuadrética fue la escogida para representar el comportamiento de la utilidad de
los Vaores Actuales Netos (VAN).

En el punto 3 se fundamentan los diferentes métodos de evaluacion de proyectos en condi-
ciones de riesgo: método de la media varianza, método de equivalente a certeza, método de ajus-
te de latasa de costo de capital, método de valor actual neto equivalente cierto. A partir de Sua-
rez Suérez (1991) se realiza el andlisis de inferencia estadistica de la variable aleatoria VAN. Se
culmina con una aplicacion para un Unico proyecto de inversion utilizando el Excel®.

En e punto 4 se aborda la compleja tarea del racionamiento del capital en condiciones de
riesgo utilizando € modelo de M. Weingartner (1966) de programacion de inversiones siguien-
do nuestro trabajo presentado el afio anterior pero considerando el riesgo para un individuo ra
cional con aversion a riego. También en esta seccion se presenta un caso de aplicacion resuelto
utilizando e Solver de Excel®.

Se incluyen cuatro anexos tedricos y dos practicos.
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En todo € trabajo se ha puesto especia atencion en la justificacion de los modelos tedricos y
en las referencias bibliograficas conpletas a fin que € lector interesado pueda recuperar las
fuentes originales.
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ANEXO 0

ANALISISDE CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD de las Funciones Continuas f (x)

Funcion estrictamente CONCAVA

Sealafuncion rea delavariable rea z = f (x), definida sobre € intervalo abierto 1. Se dice
que lafuncion f (x) es estrictamente concava sobre | s dados dos niimeros cualesquiera x, X, € |
(distintos entre si) se verifica:

flgxa+(1l-q)x]>qf(xy)+(1-q)f(xe) paratodoqtal que: 0<q<1.

Existe otra definicion alternativa de caracter geométrico cuyo significado se capta facilmen-
te, asaber: lafuncion f (x) es estrictamente concava sobre | s dados dos puntos cualesquiera A,
B pertenecientes ala curva en estudio, el segmento de recta que los une cae siempre debajo de
dicha curva.

Un criterio préactico para detectar funciones estrictamente concavas es que la variacion del
valor marginal de lafuncion es siempre negativa, entonces f (x) es estrictamente concava. Con
mayor rigor, s
d®U/dx?=f"(x)<Oparatodo x e |, entoncesf (x) esestrictamente concava.

Funcion estrictamente CONVEXA

Sea la funcién real de la variable real z = f (x), definida sobre € intervalo abierto 1. Se dice
que lafuncion f (X) es estrictamente convexa sobre | si dados dos nimeros cualesquiera i, xz € |
(distintos entre si) se verifica

flgxi+(1l-g)x]<qf(x)+(1l-q)f(xx) paratodoq tal que: 0<q<1

Existe otra definicion aternativa de caracter geomeétrico cuyo significado se capta facilmen-
te, a saber: lafuncidn f (x) es estrictamente convexa sobre | si dados dos puntos cualesquiera A,
B pertenecientes a la curva en estudio, el segmento de recta que los une cae siempre por encima
dedichacurva.

Un criterio practico para detectar funciones estrictamente convexas es que la variacion del
valor marginal de la funcion es siempre positivo, entonces f (x) es estrictamente convexa. Con
mayor rigor, Si
d®U/dx?=f"(x)>0paratodo x e |, entoncesf (x) esestrictamente convexa.

Para mayor detalle ver FernandezPol, 1984: 93-95.

ANEXO |

PROPIEDADES DE LA ESPERANZA, VARIANZA Y COVARIANZA deVariables
Aleatorias Discretas

Variable aleatoria individual
Esperanza

E(X)=a X, p

i=1

Efa+bX)=a+bE(X)
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conay b como constantes

[, - G pr = Elx?)- [E(X)P
V(a+bX)=b2V(X)

Desvio s, =V(X)

Covarianza COV(X.Y)=E{X - E(X)|[Y - E(v)}} = E(xY)- E(X)E(Y)

Cov(a, +b, X ,a, +b,.Y)=b, b, Cov(X,Y)
siendo ai, bi i(0,1) constantes

Vaiaza V(X)=

= 5 Dos

con ay b como constantes

Coeficiente de correlacion
& X, - XY, - (V)

| — i=1

: \/él [, - E(X)]Z'\/iﬂ

Suma de variables aleatorias
Esperanza de una suma de variables aeatorias
E(X +Y)=E(X)+E(Y)
y en general:

Qo-
=3
JLLY
=

a8 0
E¢A a X, 7= 4 a, E(X )
1 g A
siendo Xj variables aleatorias y g constantes. Sean estas independientes o no

Varianza de |la suma de variables deatorias
V(X +Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y)

ay 0 &84
Véa a, X;z=a aaas;
j=1 @ i=1jo1
siendo las X variables dleatoriasy ai,g i, ] =1,...,n constantes

i§11 S12 Slngéail\jl
¢ ue, u
- 5 & e 18920
Vea a; X, = [a1 an].gs 1 Si - S;ue..u
i=1 é ué a
$n1 Sn2 SnnH@nH
: isij:COV(xin)
gendo: |
7S _V(Xi)
gue es una forma cuadrética cuya matriz asociada en €l trabajo se indica como e
triz de covarianzas.
En Excel para su obtencion aparece con este nombre en herramientas-anadisis de da-
tos-covarianza (Ver Anexo 1V).
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ANEXO 11
PROYECTOSPERFECTAMENTE CORRELACIONADOSLINEALMENTE

Cuando dos variables aleatorias X e Y estan perfectamente correlacionadas linealmente una
se puede expresar como funcion lineal de la otra.
Portantos: Y =a+bX con a b?/R

Cov(X, Y) = Cov(X, a+ b X) =b Cov(XX) =b V(X) =b.Sx>x (ver Anexol )

Por otra parte
2
V(Y)=V(a+bX)=b2V(X)=b2 S x
sy =bs,
y teniendo en cuenta que
_Cov(X,Y)_bs,s, _
S.Sy s, bs,
conlocud  Cov(X,Y)="Sv5x
0 sea que 3 la pendiente de la ecuacion de regresion lineal se puede expresar:

I)(Y

Cov(X,Y) _s,5v _Sy
R= V(X) Sf S
luego,
s
Xs=—=X;+b
S
Sy .
X, =—X,+b
SXS
donde by b” son constantes
— s  — I ij —
b=XS'—XS.Xj Yy b :Xj'—-xs
S, S

La correlacion perfecta significa, que las Xs (en nuestro caso los flujos de fondos) s = 1, 2,
..., n son funcién lineal de los Xj de otro cualquieraj (s *j)j =1, 2, ..., n.En consecuencia es

posible calcular la secuencia completa de las Xs una vez conocido e valor Xj+ls 5 corres-
pondiente a Xj sin méas que sustituir este valor en la ecuacion:
s .
Xs=—=X,;+b
S
guedando

n

X —“.(Y,-+Isﬂ.)+b
Sy

(7]

Xs

— & — 0 —
—Xs.x,-+lsxs+b:§ EXj+bi+ls =Xs+Is
S, S, P

X
Es decir que si los factores aeatorios provocan en Xj una desviacion aleatoria del valor espe-

rado de | desvios tipicos, también presentaran, como efecto de tales factores, tal desviacion el
resto de las variables Xs (s * j) s=1, 2, ..., n con lo que aumentard el grado de riesgo.
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Es necesario tener en cuenta que s Xs'y Xj son variables aleatoria independientes, entonces
Cov(XsXj) = 0. Pero la Cov(XsXj) = 0 puede presentarse alin cuando Xsy Xj no sean variables
aleatorias independientes como puede observarse en e siguiente gemplo: (ver Winston W. L.,
2004).

Sea la variable aeatoria discreta siguiente.

F>(x:-1)=F>(x:o)=F>(x:1)=1

_ 3 .SeaY =X2.
- Consecuegc;j(x Y)=E|(x- XJy - ¥)= E(xY)- E(X)E(Y)
E(X,Y) =%[(— 1)1)+0.0+11=0
E(X):%[- 1+0+1]=0
E(Y):%[1+O+1] :g

b Cov(X,Y)=0- oé =0

y las variables X e Y no son independientes.

ANEXO I11
EL CAPM Y EL RIESGO EN LA EVALUACION DE PROYECTOS

Partiendo dela SLM (Security Market Line) linea de mercado de valores:
M.COV(R RM) (Ecuacion A)
V(RM)
E(R): vaor esperado dd rendimiento ddl activo i.
Rs: rendimiento del activo sin riesgo.
E(RM): valor esperado del rendimiento de mercado.
V(RM) varianza ddl rendimiento del mercado.
Cov(R RM) covarianza entre e rendimiento del activo i y € rendimiento del mercado.

ER)=R, +

En e método de equivalente de certeza al analizar €l riesgo en la evaluacion de proyectos re-
sulta necesario obtener el coeficiente a ;. Se calcularade tal forma que a quien tomala decision

le sea indiferente percibir a ;.F, en condiciones de certeza que recibir F, en condiciones de ries-

go.
Se puede deducir el valor dea ; delasiguiente manera,
Sea:
Vi: e vaor actua del activoi.
Yi: e valor d final del activo i (variable aeatoria).
Ri: tasa de rendimiento del activo | en € periodo (variable a eatoria).

DeVi=L b Ri:L_l b E(Ri):E(Yi)-l
1+Ri Vi Vi
2: iCov(Yi RM)

Cov(R,RM) = @véeé- LRM:=
i %) i
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Ver Anexo | (Propiedades de la Covarianza)
en consecuencia la ecuacion A queda

E(v,) . ERM)- R, 1
N 1=R, +7mrvi.c:ov(Yi ,RM)
despejando Vi
E(Y,)- M.Cov(Yi RM)
v = V(RM)
' 1+R,

que proporciona el valor actual del activo i cuando € mercado se halla en equilibrio por un por
un periodo.

El numerador constituye e equivalente cierto de la variable aleatoria Yi (Flujo de Fondos).
Esdecir que

E(Y,)- E(RM)- R, Cov(Y, R,)

4 = ViRMi
" E(Y,)
o alternativamente:
ERM)-Ri o (v R)  PRIMA DE RIESGO
V(RM)

se puede considerar como la prima de riesgo en e método de gjuste de |a tasa de capital.

ANEXO IV

RESOLUCION dela MATRIZ DE VARIANZAS Y COVARIANZAS por EXCEL

Probabilidad FF1 FF2 FF3
05 100 150 250
05 100 150 250
05 100 150 250
05 100 150 250
05 100 150 250
0,2 120 180 290
02 120 180 290
03 130 195 270
03 130 195 270
03 130 195 270

Columnal Columna2 Columna3
Columnal 181
Columna2 2715 407,25
Columna3 158 237 244
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ANEXO V

183

RESOLUCION DE LA APLICACION DE PROGRAMACION DE INVERSIONES

FUNCION OBJE-
TIVO:

VARIABLES
ENDOGENAS

ESPERANZAS
(VAN)

?=0,30

MATRIZ DE VAR-
cov

VAN1
VAN2

VAN3
VAN4
VANS

VARIANZAS
0,3 X VARIAN-
ZAS

COV(VANLVAN))
2x0,3x
COV(VANLVAN))

COV(VAN1;VAN;))
2x0,3x
COV(VAN1;VAN;))

COV(VANL;VAN;))
2x0,3x
COV(VANL;VAN;))

COV(VAN1;VANj))
2x0,3x
COV(VAN1;VAN))

RESTRICCIONES

EROGACIONES

PRODUCCION

46,69035
Y1

14,6

VAN1
5,88511376
1,78349148

4,28017549
1,07029895
-4,4577084

5,88511376

1,76553413

Proyecto 1
5

4

200

200

Y2

10,4

VAN2
1,78349148
0,62034486

1,35700439
-0,5040302
0,89174574

0,62034486

0,18610346

1,78349148

1,07009489

Proyecto 2
10

7

500

500

Y3
0,99999923

11,5

VAN3
4,28017549
1,35700439

3,15784104
0,91317213
-2,8976635

3,15784104

0,94735231

4,28017549

2,5681053

1,35700439

0,81420263

Proyecto 3
8

3

650

650

Soluciéon 1
Y4

7,3

VAN4
1,07029895
-0,5040302

0,91317213
0,59891848
0,22242628

0,59891848

0,17967554

1,07029895

0,64217937

-0,5040302

0,30241812

0,91317213

0,54790328

Proyecto 4
3
2

250

250

Y5

11,7

VANS
-4,4577084
0,89174574

-2,8976635
0,22242628
6,01673299

6,01673299

1,8050199

-4,4577084

2,67462504

0,89174574

0,53504744

-2,8976635

-1,7385981

0,22242628

0,13345577

Proyecto 5
2
4

350

350

Y6

24,9999938
17,9999977

1349,9995
350

1350

550

1,000001

Y7 Y8

0

1

25
18

250
1350
600

700

250

850 1350
400 600



